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æ̭ͮͮͮ͞ϫСࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

RF
�(ɥ) := min

rank(�+*)≤ɥ
‖*‖߽ .

�Ɵʉ F ŷƟ Œ ˨Ɵȋƌࡪ � ∈ FȠ×Ƞ ŷƟ Œ ȝŒʉɫǩˇࡪ Œȣƌ
߽ ≤ ɥ ≤ Ƞࡱ üǞƟ ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ � ȴʻƟɫ Fࡪ ƌƟȣȴʉƟƌ
ŷˈ RF

�(ɥ)ࡪ ǩɻ ʉǞƟ oŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ �
Œȣƌ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɫŒȣȅ Œʉ ȝȴɻʉ ɥࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫСࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

RF
�(ɥ) := min

rank(�+*)≤ɥ
‖*‖߽ .

�Ɵʉ F ŷƟ Œ ˨Ɵȋƌࡪ � ∈ FȠ×Ƞ ŷƟ Œ ȝŒʉɫǩˇࡪ Œȣƌ
߽ ≤ ɥ ≤ Ƞࡱ üǞƟ ɫǩǊǩƌǩʉˈ ȴǇ � ȴʻƟɫ Fࡪ ƌƟȣȴʉƟƌ
ŷˈ RF

�(ɥ)ࡪ ǩɻ ʉǞƟ oŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ �
Œȣƌ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɫŒȣȅ Œʉ ȝȴɻʉ ɥࡱ



£ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ = ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ



æǩǊǩƌ %= ðɠŒɫɻƟ + �ȴʿ࢙æŒȣȅ



DР˺ΓϑΉ̺ ࢂࠂ߽̭ͮ�ࢁ

�Ƞ =




u߿ɥ · · · u߿ɥ
ࡱࡱࡱ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱࡱࡱ
u߿ɥ · · · u߿ɥ



 .

RF
�Ƞ
(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ftp.Ymatrices

R Err RHI



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
ࡦ īǞŒʉ ʿƟ ȣƟƟƌ Ǉȴɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ƞ߾+δ Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) .

ࡦ DʻƟȣࢍ RF
�Ƞ
(ɥ) = ω(Ƞ) Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) ʿȴʞȋƌ ǊǩʻƟ

ȣƟʿ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ
ࡦ � ɻǩȝɠȋƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŷȴʞȣƌࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
ࡦ īǞŒʉ ʿƟ ȣƟƟƌ Ǉȴɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ƞ߾+δ Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) .

ࡦ DʻƟȣࢍ RF
�Ƞ
(ɥ) = ω(Ƞ) Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) ʿȴʞȋƌ ǊǩʻƟ

ȣƟʿ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ

ࡦ � ɻǩȝɠȋƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŷȴʞȣƌࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
ࡦ īǞŒʉ ʿƟ ȣƟƟƌ Ǉȴɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ƞ߾+δ Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) .

ࡦ DʻƟȣࢍ RF
�Ƞ
(ɥ) = ω(Ƞ) Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) ʿȴʞȋƌ ǊǩʻƟ

ȣƟʿ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ
ࡦ � ɻǩȝɠȋƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŷȴʞȣƌࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

When12 047

P n



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
ࡦ īǞŒʉ ʿƟ ȣƟƟƌ Ǉȴɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ƞ߾+δ Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) .

ࡦ DʻƟȣࢍ RF
�Ƞ
(ɥ) = ω(Ƞ) Ǉȴɫ ɥ = Ω(Ƞ) ʿȴʞȋƌ ǊǩʻƟ

ȣƟʿ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ
ࡦ � ɻǩȝɠȋƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ

)
.

ࡦ üǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŷȴʞȣƌࡩ

RF
�Ƞ(ɥ) = Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

Series Parallel

R n

og 0Cl

Oln
E Tink ENE



ð̺Γ̺࢙ͮРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ ΧΗ æ̭ͮͮͮ͞ϫС
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√ɛǦ R(εȠ) ≥ δȠ߿ £�

oŒȣȅƟȋ R(ɥ) ≥ Ƞࠀ
ɥ߿ log Ƞ Ƞ߿

ß+ß R(߿log Ƞ/ log log Ƞ) ≥ δȠ߿ ß£ßAmey's talk



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

+ȴȣǽƟƁʉʞɫƟ �ȴȅŒȝࢁ ࢂࠆ߽߽߿
�Œȣˈ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ŒɫƟ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟƌ ʉȴ
ǞŒʻƟ ɫǩǊǩƌǩʉˈ Œɻ ǞǩǊǞ Œɻ ǩȣ ĨŒȋǩŒȣʉࢪɻ ɧʞƟɻʉǩȴȣࡱ
DˇŒȝɠȋƟɻ ǩȣƁȋʞƌƟࡩ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ
cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ ࡲ
oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥ



ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥ



ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥ



ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭

ࡦ ċȣʉȴʞƁǞƟƌ ȝǩȣȴɫ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻ ǩȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ

ȋƟŒʻƟ Œȣ ɥ× ɥ ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ʞȣʉȴʞƁǞƟƌ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ üŒȅƟ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ǩɻ Ǉʞȋȋ࢙ɫŒȣȅ

ࡦ �ǇʉƟɫ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ ) ƁǞŒȣǊƟɻࡪ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ǩɻ ≥ ɥ



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ

ࡦ üǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ƁŒȣ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ )

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߾
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ

ɥ ) ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȴǇ Œ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ʉȴʞƁǞƟɻ ƟʻƟɫˈ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ࢂ�ȴȅ߽߽ࢁ

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߿
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ Œȋȋ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ
Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡪ ˈƟʉ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ ࢂࠂࠄĨŒȋࢁ



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ

ࡦ üǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ƁŒȣ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ )

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߾
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ

ɥ ) ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȴǇ Œ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ʉȴʞƁǞƟɻ ƟʻƟɫˈ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ࢂ�ȴȅ߽߽ࢁ

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߿
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ Œȋȋ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ
Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡪ ˈƟʉ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ ࢂࠂࠄĨŒȋࢁ



�ͮΓͮϫ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ċΗϫΧϺ̤̺̭ͩ �ͮΗΧϘ

ࡦ üǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ƁŒȣ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ
ɥ )

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߾
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ®(Ƞ߿ɥ · log Ƞ

ɥ ) ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȴǇ Œ
ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ʉȴʞƁǞƟɻ ƟʻƟɫˈ ɥ× ɥ
ɻʞŷȝŒʉɫǩˇ ࢂ�ȴȅ߽߽ࢁ

ࡦ �ǩȝǩʉŒʉǩȴȣ ࡩ߿
üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ Œȋȋ ɻʞŷȝŒʉɫǩƁƟɻ ǞŒʻƟ
Ǉʞȋȋ ɫŒȣȅࡪ ˈƟʉ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ ࢂࠂࠄĨŒȋࢁ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ
cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ ࡲ
oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



�ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
ȴǇ FȠ

ࡦ üǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ * ǩɻ

Ɗ(*) = min (‖ʸ‖߽ : ʸ ∈ *,ʸ %= ߽)

ࡦ � ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a ∈ FȠ×Ȃ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞȴɻƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ Ǉȴɫȝ Œ ŷŒɻǩɻ ȴǇ *



�ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
ȴǇ FȠ

ࡦ üǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ * ǩɻ

Ɗ(*) = min (‖ʸ‖߽ : ʸ ∈ *,ʸ %= ߽)

ࡦ � ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a ∈ FȠ×Ȃ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞȴɻƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ Ǉȴɫȝ Œ ŷŒɻǩɻ ȴǇ *



�ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟ * ǩɻ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
ȴǇ FȠ

ࡦ üǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ * ǩɻ

Ɗ(*) = min (‖ʸ‖߽ : ʸ ∈ *,ʸ %= ߽)

ࡦ � ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a ∈ FȠ×Ȃ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞȴɻƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ Ǉȴɫȝ Œ ŷŒɻǩɻ ȴǇ *



DРϑΉ̤ͮͮϫ �ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œȣˈ ˨ȣǩʉƟ ˨Ɵȋƌ Fࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ǇŒȝǩȋˈ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ Ɵɫɫȴɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȣǊ ƁȴƌƟɻ ȴʻƟɫ F
ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ȃ = Ƞ/ࠁ Œȣƌ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
Ɗ = δȠ Ǉȴɫ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ δ > ࡱ߽

ðʞƁǞ ƁȴƌƟɻ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ Ǌȴȴƌࡱ



DРϑΉ̤ͮͮϫ �ͮΗ̺˺Ϙ +Χ̭̺ϡ

ßɫȴɠȴɻǩʉǩȴȣ
`ȴɫ Œȣˈ ˨ȣǩʉƟ ˨Ɵȋƌ Fࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ǇŒȝǩȋˈ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ Ɵɫɫȴɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȣǊ ƁȴƌƟɻ ȴʻƟɫ F
ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ȃ = Ƞ/ࠁ Œȣƌ ȝǩȣǩȝʞȝ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
Ɗ = δȠ Ǉȴɫ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ δ > ࡱ߽

ðʞƁǞ ƁȴƌƟɻ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ Ǌȴȴƌࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ +Χ̭̺ϡ
ࡦ ࡪࢂࠀࠆɫǩ`ࢁ ࡪࢂࠁࠆßæࢁ ࡩࢂࠄࠆðððࢁ ƟʻƟɫˈ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ
a ȴǇ Œ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
a(ɥ) ≥ Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ DʻƟɫˈ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(εȠ) ≥ Ω(Ƞ߿) .

ࡦ ࢂࠃ߾5ʻǩࢁ ðȴȝƟ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ ǞŒʻƟ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ
ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(ɥ) ≤ ®

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ ǩȝɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ Œȋȋ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ +Χ̭̺ϡ
ࡦ ࡪࢂࠀࠆɫǩ`ࢁ ࡪࢂࠁࠆßæࢁ ࡩࢂࠄࠆðððࢁ ƟʻƟɫˈ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ
a ȴǇ Œ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
a(ɥ) ≥ Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ DʻƟɫˈ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(εȠ) ≥ Ω(Ƞ߿) .

ࡦ ࢂࠃ߾5ʻǩࢁ ðȴȝƟ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ ǞŒʻƟ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ
ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(ɥ) ≤ ®

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ ǩȝɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ Œȋȋ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ +Χ̭̺ϡ
ࡦ ࡪࢂࠀࠆɫǩ`ࢁ ࡪࢂࠁࠆßæࢁ ࡩࢂࠄࠆðððࢁ ƟʻƟɫˈ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ
a ȴǇ Œ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
a(ɥ) ≥ Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ DʻƟɫˈ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(εȠ) ≥ Ω(Ƞ߿) .

ࡦ ࢂࠃ߾5ʻǩࢁ ðȴȝƟ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ ǞŒʻƟ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ
ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(ɥ) ≤ ®

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ ǩȝɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ Œȋȋ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС Χ͘ +Χ̭̺ϡ
ࡦ ࡪࢂࠀࠆɫǩ`ࢁ ࡪࢂࠁࠆßæࢁ ࡩࢂࠄࠆðððࢁ ƟʻƟɫˈ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ
a ȴǇ Œ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ ɫǩǊǩƌǩʉˈ

RF
a(ɥ) ≥ Ω

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ DʻƟɫˈ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟ ǞŒɻ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(εȠ) ≥ Ω(Ƞ߿) .

ࡦ ࢂࠃ߾5ʻǩࢁ ðȴȝƟ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ ǞŒʻƟ Œ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ
ȝŒʉɫǩˇ a

RF
a(ɥ) ≤ ®

(
Ƞ߿
ɥ · log Ƞɥ

)
.

ࡦ üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ ǩȝɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ȅȣȴʿȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ Œȋȋ ǊƟȣƟɫŒʉȴɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ Ǌȴȴƌ ƁȴƌƟɻ

0



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ
cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



o˺̭˺Γ˺Ϙ̭ �˺ϫϘͮР

m߿ =
(
߾ ߾
߾ ߾−

)
,

m  =

(
m /߿ m /߿
m /߿ −m /߿

)
Ǉȴɫ   = Ƞ߿ > ߿ .



�ΗΧЙΗ #ΧϺΗ̭ϡ ͘ΧϘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭
ɫǩǊǩƌǩʉˈ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟ
Ƞ߿

ɥࠁ log߿ ɥ ßʞƌȋŔȅ Œȣƌ ðŒʻǩƁȅ ࡪ̱ ࠙࠙
Ƞ߿

ɥࠀ log ɥ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙࠙
Ƞ߿
ɥ߿ �ȋȴȣࡪ ࠑࠚ
Ƞ߿
ɥ߿ �ȴȅŒȝࡪ ࠖࠚ
Ƞ߿
ɥࠃࠂ߿ �ŒɻǞǩȣ Œȣƌ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙ࠚ
Ƞ߿
ɥࠁ �ǩƌɫǩǽŭȣǩɻࡪ ࡶࠖࠑ ƌƟ īȴȋǇࡪ ࠗࠑ

ࡩࢂࠄ߾�īࢁ m ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ Ǉȴɫ Œȣˈ ɥ = ®(Ƞ)ࡱ



�ΗΧЙΗ #ΧϺΗ̭ϡ ͘ΧϘ o˺̭˺Γ˺Ϙ̭
ɫǩǊǩƌǩʉˈ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟ
Ƞ߿

ɥࠁ log߿ ɥ ßʞƌȋŔȅ Œȣƌ ðŒʻǩƁȅ ࡪ̱ ࠙࠙
Ƞ߿

ɥࠀ log ɥ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙࠙
Ƞ߿
ɥ߿ �ȋȴȣࡪ ࠑࠚ
Ƞ߿
ɥ߿ �ȴȅŒȝࡪ ࠖࠚ
Ƞ߿
ɥࠃࠂ߿ �ŒɻǞǩȣ Œȣƌ æŒ˔ŷȴɫȴ ࡪ̒ ࠙ࠚ
Ƞ߿
ɥࠁ �ǩƌɫǩǽŭȣǩɻࡪ ࡶࠖࠑ ƌƟ īȴȋǇࡪ ࠗࠑ

ࡩࢂࠄ߾�īࢁ m ǩɻ ȣȴʉ ɫǩǊǩƌ Ǉȴɫ Œȣˈ ɥ = ®(Ƞ)ࡱ
Josh's talk



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ !

cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ
ࢂࠄ߾5Dࢁ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ !

cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ
ࢂࠆ߾�5ࢁ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ !

cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ
ࢂࠆ߾�5ࢁ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ !

cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ
ࢂࠆ߾�5ࢁ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ !

cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ ࡲ
+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ
ࢂࠆ߾�5ࢁ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ !

cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ !

+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ ࡲ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС +˺Η̭̭ͮ˺ϫ̺ϡ

æǩǊǩƌǩʉˈ +ŒȣƌǩƌŒʉƟɻ
ࢂࠆ߾�5ࢁ

īŒȋɻǞ࢙oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩˇ !

cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ oŒƌŒȝŒɫƌ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
`ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

ĨŒȣƌƟɫȝȴȣƌƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
+ŒʞƁǞˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡲ
ðʞɠƟɫ ɫƟǊʞȋŒɫ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

cȴȴƌ ȋǩȣƟŒɫ ƁȴƌƟɻ !

oŒȣȅƟȋ ȝŒʉɫǩƁƟɻ !

xȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ɠȋŒȣƟɻ !

+ŒˈȋƟˈ ǊɫŒɠǞɻ !

Josh's talk



�ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗϡ



�ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ æ̭ͮͮͮ͞ϫС

ࡦ +ȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ +ȴȝɠȋƟˇǩʉˈ

ࡦ +ǩɫƁʞǩʉ +ȴȝɠȋƟˇǩʉˈ

ࡦ 5ŒʉŒ ðʉɫʞƁʉʞɫƟɻ

ࡦ Dɫɫȴɫ +ȴɫɫƟƁʉǩȣǊ +ȴƌƟɻ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС ˺Η̭ +ΧΓΓϺΗ̤ͮ˺ϫͮΧΗ +ΧΓϑΉ̺РͮϫС

üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠆࠅ˔æŒࢍ
uǅ � ∈ FȠ×Ƞ߿ ǛŒɵ ɥǦǈǦƊǦʂˁ

RF߿
� (ɥ) ≥

Ƞ߿
log߿ ɥȰ(߾)

ǅȰɥ ɥ ≥ log߿ log Ƞω(߾)

ʂǛƝȠ � %∈ ßoƁƁࡰ

üǞƟȴɫƟȝ ࡪࠆ߾+�ࢍ #oßüࢎ߽߿
D£ß %⊆ ßoƁƁࡰ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС ˺Η̭ +ΧΓΓϺΗ̤ͮ˺ϫͮΧΗ +ΧΓϑΉ̺РͮϫС

üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠆࠅ˔æŒࢍ
uǅ � ∈ FȠ×Ƞ߿ ǛŒɵ ɥǦǈǦƊǦʂˁ

RF߿
� (ɥ) ≥

Ƞ߿
log߿ ɥȰ(߾)

ǅȰɥ ɥ ≥ log߿ log Ƞω(߾)

ʂǛƝȠ � %∈ ßoƁƁࡰ

üǞƟȴɫƟȝ ࡪࠆ߾+�ࢍ #oßüࢎ߽߿
D£ß %⊆ ßoƁƁࡰ

Time 22
4 NP

pH
cc



+ͮϘ̤Ϻͮϫϡ ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС



#ΧΧΉ̺˺Η +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ǅ : {߽, Ƞ{߾ → {߽, Ƞ{߾

ǈ߾ = ˀ߾ ⊕ ˀ߿
ǈ߿ = ˀ߿ ∧ ˀࠀ
ǈࠀ = ǈ߾ ∨ ǈ߿
ǈࠁ = ǈ߿ ∨ ߾
ǈࠂ = ǈࠀ ≡ ǈࠁ

ˀ߾ ˀ߿ ˀࠀ ߾

⊕ǈ߾ ∧ ǈ߿

∨ǈࠀ ∨ ǈࠁ

≡ǈࠂ

xȣɠʞʉɻࡩ
ˀ߾, . . . , ˀȠ, ߽, ߾
cŒʉƟɻࡩ
ŷǩȣŒɫˈ
ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ
`Œȣ࢙ȴʞʉࡩ
ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

µ

at



DРϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή #ΧϺΗ̭ϡ
�ȴʿƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠆࠁࠆ߾ðǞŒࢁ
+ȴʞȣʉǩȣǊ ɻǞȴʿɻ ʉǞŒʉ Œȋȝȴɻʉ Œȋȋ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ȴǇ Ƞ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ

Ƞ߿ .

ċɠɠƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠅࠂࠆ߾�ʞɠࢁ
DʻƟɫˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ

Ƞ߿ .



DРϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή #ΧϺΗ̭ϡ
�ȴʿƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠆࠁࠆ߾ðǞŒࢁ
+ȴʞȣʉǩȣǊ ɻǞȴʿɻ ʉǞŒʉ Œȋȝȴɻʉ Œȋȋ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ȴǇ Ƞ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǞŒʻƟ ƁǩɫƁʞǩʉ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ

Ƞ߿ .

ċɠɠƟɫ #ȴʞȣƌ ࢂࠅࠂࠆ߾�ʞɠࢁ
DʻƟɫˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ

Ƞ߿ .



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

�ȴɻʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ƟˇɠȴȣƟȣ࢙
ʉǩŒȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

ß %= £ß

�ȴɻʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ƟˇɠȴȣƟȣ࢙
ʉǩŒȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ɻʞɠƟɫ࢙
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

ß %= £ß

�ȴɻʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ƟˇɠȴȣƟȣ࢙
ʉǩŒȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ɻʞɠƟɫ࢙
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ
Ǉȴɫࢍ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ £ßࢎ



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

ß %= £ß

�ȴɻʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ƟˇɠȴȣƟȣ࢙
ʉǩŒȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ɻʞɠƟɫ࢙
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ
Ǉȴɫࢍ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ £ßࢎ

īƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ȴȣȋˈ Ƞࠀ≈ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ



DРϑΉ̤ͮͮϫ #ΧϺΗ̭ϡ

ß %= £ß

�ȴɻʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ƟˇɠȴȣƟȣ࢙
ʉǩŒȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ɻʞɠƟɫ࢙
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ
Ǉȴɫࢍ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ £ßࢎ

īƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ȴȣȋˈ Ƞࠀ≈ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ
ƟʻƟȣࢍ Ǉȴɫ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ D£ßࢎ



ðϺϑ̺Ϙ࢙ΉͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡࡲ

ࡦ üʿȴ Ƞ࢙ŷǩʉ ǩȣʉƟǊƟɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟƌ ŷˈ
Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ log Ƞ) ࢂࠆ߾ooࡪࠄ߽`ࡪ߾ࠄððࢁ

ࡦ 5ǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ üɫŒȣɻǇȴɫȝ ȴǇ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ
ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ
®(Ƞ log Ƞ)

ࡦ ðǞǩǇʉɻࡪ ßƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻ

ࡦ £ß࢙ǞŒɫƌ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ . . .



ðϺϑ̺Ϙ࢙ΉͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡࡲ
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ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ
®(Ƞ log Ƞ)

ࡦ ðǞǩǇʉɻࡪ ßƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻ

ࡦ £ß࢙ǞŒɫƌ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ . . .



ðϺϑ̺Ϙ࢙ΉͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡࡲ
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ࡦ £ß࢙ǞŒɫƌ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ . . .



ðϺϑ̺Ϙ࢙ΉͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡࡲ
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®(Ƞ log Ƞ)

ࡦ ðǞǩǇʉɻࡪ ßƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻ

ࡦ £ß࢙ǞŒɫƌ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ . . .



ðϺϑ̺Ϙ࢙ΉͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡࡲ

ࡦ üʿȴ Ƞ࢙ŷǩʉ ǩȣʉƟǊƟɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟƌ ŷˈ
Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ log Ƞ) ࢂࠆ߾ooࡪࠄ߽`ࡪ߾ࠄððࢁ

ࡦ 5ǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ üɫŒȣɻǇȴɫȝ ȴǇ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ
ȋƟȣǊʉǞ Ƞ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ
®(Ƞ log Ƞ)

ࡦ ðǞǩǇʉɻࡪ ßƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻ

ࡦ £ß࢙ǞŒɫƌ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ . . .



īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࡩ߿ 5£ࡷ`£+ ̀ࡱ DʻƟȣ ⊕Ƞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ Ω(߿Ƞ)ࡱ

ࡦ +ȴȣɻʉŒȣʉ ƌƟɠʉǞ Ɗࡱ �ȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ (߾−Ɗ)/߾Ƞ߿ ࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࠆ.߾ log Ƞࡱ �ȣȴʿ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ߿ log Ƞࡱ £ȴʉǞǩȣǊ ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ ࡱȠࠀ≈



īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࡩ߿ 5£ࡷ`£+ ̀ࡱ DʻƟȣ ⊕Ƞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ Ω(߿Ƞ)ࡱ

ࡦ +ȴȣɻʉŒȣʉ ƌƟɠʉǞ Ɗࡱ �ȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ (߾−Ɗ)/߾Ƞ߿ ࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࠆ.߾ log Ƞࡱ �ȣȴʿ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ߿ log Ƞࡱ £ȴʉǞǩȣǊ ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ ࡱȠࠀ≈



īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࡩ߿ 5£ࡷ`£+ ̀ࡱ DʻƟȣ ⊕Ƞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ Ω(߿Ƞ)ࡱ

ࡦ +ȴȣɻʉŒȣʉ ƌƟɠʉǞ Ɗࡱ �ȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ (߾−Ɗ)/߾Ƞ߿ ࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࠆ.߾ log Ƞࡱ �ȣȴʿ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ߿ log Ƞࡱ £ȴʉǞǩȣǊ ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ ࡱȠࠀ≈



īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࡩ߿ 5£ࡷ`£+ ̀ࡱ DʻƟȣ ⊕Ƞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ Ω(߿Ƞ)ࡱ

ࡦ +ȴȣɻʉŒȣʉ ƌƟɠʉǞ Ɗࡱ �ȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ (߾−Ɗ)/߾Ƞ߿ ࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࠆ.߾ log Ƞࡱ �ȣȴʿ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ߿ log Ƞࡱ £ȴʉǞǩȣǊ ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ ࡱȠࠀ≈



īͩ˺ϫ ī̺ +˺Η ßϘΧЖ̺

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࡩ߿ 5£ࡷ`£+ ̀ࡱ DʻƟȣ ⊕Ƞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉɻ ȴǇ
ɻǩ˔Ɵ Ω(߿Ƞ)ࡱ

ࡦ +ȴȣɻʉŒȣʉ ƌƟɠʉǞ Ɗࡱ �ȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ (߾−Ɗ)/߾Ƞ߿ ࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ࠆ.߾ log Ƞࡱ �ȣȴʿ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡱ

ࡦ 5ƟɠʉǞ ߿ log Ƞࡱ £ȴʉǞǩȣǊ ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ ࡱȠࠀ≈



ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ Ƞ߽߾ ŒǈŒǦȠɵʂ ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ
ƊƝɛʂǛ ߽߾ log Ƞࡰ

�ȰɥƝ ǈƝȠƝɥŒȈȈ ˁࡪ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ǊǩʻƟɻ ʞɻ Œȣ ŒȝŒ˔ǩȣǊ ʉȴȴȋ ʉȴ ɻʉʞƌˈ
ɻʞƁǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡱ



ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ Ƞ߽߾ ŒǈŒǦȠɵʂ ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ
ƊƝɛʂǛ ߽߾ log Ƞࡰ

�ȰɥƝ ǈƝȠƝɥŒȈȈ ˁࡪ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ǊǩʻƟɻ ʞɻ Œȣ ŒȝŒ˔ǩȣǊ ʉȴȴȋ ʉȴ ɻʉʞƌˈ
ɻʞƁǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡱ



ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ Ƞ߽߾ ŒǈŒǦȠɵʂ ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ
ƊƝɛʂǛ ߽߾ log Ƞࡰ

�ȰɥƝ ǈƝȠƝɥŒȈȈ ˁࡪ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ĨŒȋǩŒȣʉ ࢂࠄࠄĨŒȋࢁ ǊǩʻƟɻ ʞɻ Œȣ ŒȝŒ˔ǩȣǊ ʉȴȴȋ ʉȴ ɻʉʞƌˈ
ɻʞƁǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ
ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ
ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ
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ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ

ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



�ΗΧϫ̺ͩϘ ßϘΧ̜Ή̺Γ ΧΗ ϫ̺ͩ `ϘΧΗϫ̺ͮϘ

ßɫȴŷȋƟȝ
ØɥȰʴƝ Œ ȈȰʸƝɥ ŶȰʗȠƊ Ȱǅ ω(Ƞ) ŒǈŒǦȠɵʂ ȈǦȠƝŒɥ
ƀǦɥƀʗǦʂɵ Ȱǅ ƊƝɛʂǛ ®(log Ƞ)ࡰ

ࡦ xȣƁȴȝɠŒɫŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɠɫȴŷȋƟȝ
ŷȴʞȣƌɻࢍ ŒǊŒǩȣɻʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡩࢎ

ࡦ īƟŒȅƟɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋ
ࡦ #ʞʉ ǇƟʿƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌɻ Ǉȴɫࡱ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ
üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠄࠄĨŒȋࢍ
uǅ RF

�(εȠ) > Ƞ߾+δ ǅȰɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ε, δ > ࡪ߽ ʂǛƝȠ ŒȠˁ
®(log Ƞ)ƊƝɛʂǛ ȈǦȠƝŒɥ ƀǦɥƀʗǦʂ ƀȰȚɛʗʂǦȠǈ ˀ→ �ˀ
Țʗɵʂ ŶƝ Ȱǅ ɵǦˍƝ ω(Ƞ)ࡰ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ
üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠄࠄĨŒȋࢍ
uǅ RF

�(εȠ) > Ƞ߾+δ ǅȰɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ε, δ > ࡪ߽ ʂǛƝȠ ŒȠˁ
®(log Ƞ)ƊƝɛʂǛ ȈǦȠƝŒɥ ƀǦɥƀʗǦʂ ƀȰȚɛʗʂǦȠǈ ˀ→ �ˀ
Țʗɵʂ ŶƝ Ȱǅ ɵǦˍƝ ω(Ƞ)ࡰ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛεȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ



æ̭ͮͮͮ͞ϫС xΓϑΉ̺ͮϡ +ͮϘ̤Ϻͮϫ �ΧЙ̺Ϙ #ΧϺΗ̭ϡ
üǞƟȴɫƟȝ ࢎࠄࠄĨŒȋࢍ
uǅ RF

�(εȠ) > Ƞ߾+δ ǅȰɥ ƀȰȠɵʂŒȠʂ ε, δ > ࡪ߽ ʂǛƝȠ ŒȠˁ
®(log Ƞ)ƊƝɛʂǛ ȈǦȠƝŒɥ ƀǦɥƀʗǦʂ ƀȰȚɛʗʂǦȠǈ ˀ→ �ˀ
Țʗɵʂ ŶƝ Ȱǅ ɵǦˍƝ ω(Ƞ)ࡰ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛεȠ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

Ƞδ Ƞδ

to

a



æǩǊǩƌǩʉˈ Ǉȴɫ ɫŒȣȅ Ƞ/߽߽߾ Œȣƌ
ɻɠŒɫɻǩʉˈ Ƞ߾߽.߾ ǩȝɠȋǩƟɻ

ɻʞɠƟɫ࢙ȋǩȣƟŒɫ ȋȴǊ࢙ƌƟɠʉǞ ƁǩɫƁʞǩʉ
ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌɻ



5̺ϑϫͩ æ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗϡ

ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ ɫƟƌʞƁƟɻ ʉǞƟ ƌƟɠʉǞ ȴǇ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ Ǉɫȴȝ
®(log Ƞ) ʉȴ ߿ Œȣƌࢍ ʉǞƟ ȋŒʉʉƟɫ ǩɻ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ
ɫǩǊǩƌǩʉˈࢎ

ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ ǩɻ ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁࡪ Œȣƌ
ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁ ɠɫȴȴǇɻ ƁŒȣȣȴʉ Ǌȴ ŷƟˈȴȣƌ
®(log Ƞ) ƌƟɠʉǞ ࡪ߿ࠅðƁǞࢁ ðƁǞࡪࠀࠅ �ȋŒࢂࠁࠆ

ࡦ � ȣȴȣ࢙ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁ ɠɫȴȴǇ ࢂ߾߿c�īࢁ ʿȴɫȅɻ Ǉȴɫ
ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ࢙ƌƟɠʉǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡪ ŷʞʉ ŒȋŒɻ ȴȣȋˈ Ǉȴɫ
ɻǩ˔Ɵ < Ƞࠁ



5̺ϑϫͩ æ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗϡ

ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ ɫƟƌʞƁƟɻ ʉǞƟ ƌƟɠʉǞ ȴǇ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ Ǉɫȴȝ
®(log Ƞ) ʉȴ ߿ Œȣƌࢍ ʉǞƟ ȋŒʉʉƟɫ ǩɻ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ
ɫǩǊǩƌǩʉˈࢎ

ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ ǩɻ ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁࡪ Œȣƌ
ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁ ɠɫȴȴǇɻ ƁŒȣȣȴʉ Ǌȴ ŷƟˈȴȣƌ
®(log Ƞ) ƌƟɠʉǞ ࡪ߿ࠅðƁǞࢁ ðƁǞࡪࠀࠅ �ȋŒࢂࠁࠆ

ࡦ � ȣȴȣ࢙ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁ ɠɫȴȴǇ ࢂ߾߿c�īࢁ ʿȴɫȅɻ Ǉȴɫ
ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ࢙ƌƟɠʉǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡪ ŷʞʉ ŒȋŒɻ ȴȣȋˈ Ǉȴɫ
ɻǩ˔Ɵ < Ƞࠁ



5̺ϑϫͩ æ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗϡ

ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ ɫƟƌʞƁƟɻ ʉǞƟ ƌƟɠʉǞ ȴǇ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ Ǉɫȴȝ
®(log Ƞ) ʉȴ ߿ Œȣƌࢍ ʉǞƟ ȋŒʉʉƟɫ ǩɻ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ
ɫǩǊǩƌǩʉˈࢎ

ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ ǩɻ ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁࡪ Œȣƌ
ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁ ɠɫȴȴǇɻ ƁŒȣȣȴʉ Ǌȴ ŷƟˈȴȣƌ
®(log Ƞ) ƌƟɠʉǞ ࡪ߿ࠅðƁǞࢁ ðƁǞࡪࠀࠅ �ȋŒࢂࠁࠆ

ࡦ � ȣȴȣ࢙ǊɫŒɠǞ࢙ʉǞƟȴɫƟʉǩƁ ɠɫȴȴǇ ࢂ߾߿c�īࢁ ʿȴɫȅɻ Ǉȴɫ
ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ࢙ƌƟɠʉǞ ƁǩɫƁʞǩʉɻࡪ ŷʞʉ ŒȋŒɻ ȴȣȋˈ Ǉȴɫ
ɻǩ˔Ɵ < Ƞࠁ



ċΗ̜ΧϺΗ̭̺̭̺̭࢙ϑϫͩ ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС

üǞƟȴɫƟȝ ࢎ߾߿c�īࢍ
�Ɲʂ F ŶƝ Œ ˧ƝȈƊࡪ ŒȠƊ � ∈ FȠ×Ƞ ŶƝ Œ ǅŒȚǦȈˁ Ȱǅ
ȚŒʂɥǦƀƝɵ ǅȰɥ Ƞ ∈ Nࡰ

uǅ RF
�(εȠ) > ࡪȠࠃ߾ ʂǛƝȠ ŒȠˁ ȈǦȠƝŒɥ ƀǦɥƀʗǦʂ

ƀȰȚɛʗʂǦȠǈ ˀ→ �ˀ Țʗɵʂ ŶƝ Ȱǅ ɵǦˍƝ ≥ ࡰεȠࠁ
0



æǩǊǩƌǩʉˈ Ǉȴɫ ɫŒȣȅ Ƞࠆࠆ.߽ Œȣƌ
ɻɠŒɫɻǩʉˈ Ƞࠃ߾ ǩȝɠȋǩƟɻ ƁǩɫƁʞǩʉ ȋȴʿƟɫ

ŷȴʞȣƌ ȴǇ Ƞࠆ.ࠀ
O

O

unbounded depth



General Boolean 0,134 710,1
non linear gates

A VT 5h oh

All hinany A VT 3 Oln
I

0,1 0,13
lower hounds Gu

Olu

4 01h

Linear Boolean chts

0,139 750,134
3h och

0113 750,1319
Zn o n



5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ ˺Η̭ æ̭ͮͮͮ͞ϫС

Siva's talk



5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ðʉŒƁȅࡪ äʞƟʞƟࡪ �ǩɻʉࡪ oƟŒɠ

ðƟŒɫƁǞ üɫƟƟɻ

oŒɻǞ üŒŷȋƟɻ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ
ࡦ cɫŒɠǞ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɫȴŒƌ ȣƟʉʿȴɫȅ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ƁǩʉǩƟɻ
cȴȴǊȋƟࢍ �Œɠɻࢎ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ˨ȣƌ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴǩȣʉ ʉȴ Œ
ɧʞƟɫˈ ɠȴǩȣʉ
ˇƟʉ˩ǩ£ࢍ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ æŒȣǊƟ +ȴʞȣʉǩȣǊࡩ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œ ǊǩʻƟȣ ɫƟƁʉŒȣǊȋƟ
�ȝŒ˔ȴȣࢍ ȝŒɫȅƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࢎ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

5Œŷȴȋǩȝ  īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

5Œŷȴȋǩȝ  īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ

äʞƟɫǩƟɻ

5Œŷȴȋǩȝ  īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ #ŒȣǊŒȋȴɫƟ  £Ɵʿ ĳȴɫȅ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



ðϫ˺ϫ̤ͮ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡࡱ 5̺ͮ͘ΗͮϫͮΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

DǇ˨ƁǩƟȣʉ 5ðࡩ
ɵ = Ƞ poly log Ƞ
ʂ = poly log Ƞ



+ΧΓϑ˺ϘͮϡΧΗ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

DS

Circuits



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ

0



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ

e
outputson inputs



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ

� = �+ * · 3
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ɻɠŒɫɻƟ ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ

8



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ɻɠŒɫɻƟ
� = �+ * · 3 = �+ #

ɻɠŒɫɻƟ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ



�ͮΗ̺˺Ϙ +ͮϘ̤Ϻͮϫϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ ƁǩɫƁʞǩʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ࡦ `ȴɫ Œ ƁǩɫƁʞǩʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ®(Ƞ) Œȣƌ ƌƟɠʉǞ ®(log Ƞ)ࡪ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ
Ț× εȠ

εȠ× Ƞ

ɻɠŒɫɻƟ
� = �+ * · 3 = �+ #

ɻɠŒɫɻƟ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȠ−߾ ɡȠ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂ

ࡦ � ∈ FȚ×Ƞ ǩɻ (εȠ, ʂ)࢙ɫǩǊǩƌ ǩǇǇ
� %= �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

1



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ
lie
linear



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

� = � · #
ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

O



�ͮΗ̺˺Ϙ 5˺ϫ˺ ðϫϘϺ̤ϫϺϘ̺ϡ

ࡦ � ȋǩȣƟŒɫ 5ð ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ˀ Ǉȴɫ ǩȣɠʞʉ ˀ ∈ FȠ
ʿǞƟɫƟ � ∈ FȚ×Ƞ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȝŒȋȋ ˀ߾ ˀ߿ . . . ˀȠ−߾ ˀȠ

ɛ߾ ɛ߿ . . . ɛɵ/߿ . . . ɛɵ−߾ ɛɵ

ɡ߾ ɡ߿ . . . ɡȚ/߿ . . . ɡȚ−߾ ɡȚ

ʞȣŷȴʞȣƌƟƌ

ʂ ʂʂ

MI h n n
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+ΧΓϑ˺ϘͮϡΧΗ

ðȝŒȋȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ࡷ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

Ț× Ƞ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ

DǇ˨ƁǩƟȣʉ 5ŒʉŒ ðʉɫʞƁʉʞɫƟ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȝŒȋȋ



+ΧΓϑ˺ϘͮϡΧΗ

ðȝŒȋȋ ƁǩɫƁʞǩʉ ࡷ £ȴȣ࢙ɫǩǊǩƌ

� = �+ #
ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ rk ≤ εȠ

Ț× Ƞ
Ț× Ƞ

Ț× Ƞ

DǇ˨ƁǩƟȣʉ 5ŒʉŒ ðʉɫʞƁʉʞɫƟ

� = � · #
Ț× Ƞ

Ț× ɵ
ɵ× Ƞ

ʂ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȝŒȋȋ

R S

Siva's
talk

s t



xࢪȝ ȋȴȴȅǩȣǊ Ǉȴɫ ɠɫȴɻɠƟƁʉǩʻƟ ßǞ5 ɻʉʞƌƟȣʉɻ ʿǞȴ
ŒɫƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ ʉǞƟȴɫ ̍ࡱ
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